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Résumé 

Dans ce travail, on considère un modèle autorégressif gaussien stable à 
temps continu unidimentionnel et on lui applique les théorèmes limites par 
moyennisation logarithmique obtenus pour des martingales locales continues 
à temps continu. On construit alors un estimateur de la covariance du bruit 
cr^ et un autre estimateur de 9 autre que celui des moindres carrés. En ex- 
ploitant la méthode de pondération, on améliore les vitesses de convergence 
de ces nouveaux estimateurs. 

Identification of a stable gaussian autoregression process by 
logarithmic averaging method in the real case 

Abstract 

In the présent work, we consider a stable one-dimensional gaussian autore- 
gressive model in continous time. Using the limit theorems with logarithmic 
averaging obtained for continous local martingales, we construct then an esti- 
mator of the noise covariance o"^ and an estimator of 9 différent of the one of 
the least squares estimator. By exploiting the weighting method we ameliorate 
the convergence rates of thèse new estimators. 
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1 Introduction 



Le but de ce travail est d'estimer les paramètres d'un modèle autorégressif 
gaussien stable à temps continu unidimentionnel. Etant donné un mouvement brown- 
ien standard réel B = {Bt, t >0). On définit le processus autorégressif X = {Xt, t > 
0) avec Xq = par la relation : 

Xt = 9 [ Xsds + aBù t > 0, (1) 
Jo 

avec ^ < et cr un paramètre réel. 

On désigne par 9t l'estimateur des moindres carrés pondéré de 6 défini par 

Ôt = Pi' [ u;,X,dX„ t > 0, (2) 



correspondant au poids (us) donné par 



s ^ exp{ ^ }; - < a < 1, (3) 



avec Pt = I iOgXgds et par Ôt = j Qsds son moyennisé. 







On remarque que pour cu^ = 1 on obtient l'estimateur des moindres carrés 6t de 6 
défini par 



Ot = {CtV [ XJX,, t > 0, avec Q = [ X^ds. (4) 

Dans [Sj, dans le cas multidimentionnel, Darwich montre que cet estimateur vérifie 
la loi du logarithme itéré (LLI). De façon précise, on a 



Ce résultat, dans le cas unidimentionnel, découle de la LLI pour les martingales 
réelles continues (voir [H]). Les théorèmes limites par moyennisation logarithmique 
permettent entre autre de montrer des résultats aussi bien pour l'estimateur des 
moindres carrés que l'estimateur pondéré de type 
* Théorème de la limite centrale presque-sûre 

TLCPS: î^/yW.-.)}^-^(0'2^) p.s.. 
Avec (^^) dénote la convergence en loi. 

La convergence en moyenne d'ordre deux associée au TLCPS permet d'une part de 
construire un estimateur de a et d'autre part de donner un autre estimateur de 9 
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21ogt Jo 

On donnera par la suite les vitesses de convergence en loi et presque sûre de l'esti- 
mateur êt de 9. La méthode de pondération nous permettera d'améliorer les vitesses 
de convergence de ces estimateurs, les principaux résultats seront énoncés au para- 
graphe 2 et leurs preuves seront données au paragraphe 4. Le paragraphe 3 sera 
consacré à la donnée de quelques outils de démonstration. 



2 Enoncé des principaux résultats 
2.1 Cas sans pondération (ug = 1) 

Théorème 2.1 Soit X = {Xt, t > 0) le régresseur stochastique défini par Alors 
on a les résultats suivants 

1. Théorème de la limite centrale presque-sûre 
TLCPS: j^£^5^^(^^_,)^^Ar(0,2^?) p.s.. 

2. La loi forte quadratique 

tt) ^Ï = ^J (^s - êtfXlds p.s., (t oo). 







m) Si de plus on suppose que les observations {Xt, t > 0) vérifient l'hy- 
pothèse suivante 



[Hl) 1 rx>=^ + o((loglogt)-i) p.s., 

J 



(5) 



on obtient 



1 



Ot = —, / (ôs - OtYds — > 9 p.s., (t — > oo). 

21ogtyo ^ ' *^ ^ ' ^ ^ 

Théorème 2.2 On se place dans le cadre du théorème 12.11 et en renforçant l'hy- 
pothèse (Hl) de la manière suivante 

{H2) ^£x>=^ + o((loglogt)-i(logt)-^) p.s., (6) 

on obtient 

1. Théorème de la limite centrale logarithmique 

TLCL : {jîtit l^^' ~ -9^^ Ar(0, {2Qf). 
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2. La loi du logarithme itéré logarithmique 



LLIL : lim sup ^ 

t^oo V log log log t 



2.2 Cas avec pondération 



1 



21ogt 



(ôs - ôtYds - e 



26^2 



p. s. 



Théorème 2.3 Soit X = {Xf, t > 0) le processus autorégressif gaussien à temps 
continu défini par la relation (pj. Alors l'estimateur de moindre carré pondéré 6t de 
9 donné par la relation Q ainsi son moyennisé 6t convergent au sens presque-sûr. 

De façon précise, pour - < a < 1, on a 

Si de plus on suppose que 2a — 1 < a' < \a — \, on a 

|».-(<| = 0((W)i) P.S.. 

Théorème 2.4 Sous les hypothèses du théorème \2.3\ on a les résultats suivants 
1. Théorème de la limite centrale presque-sûre 



2. La loi forte quadratique 



II) ~aj = ^— / {è, - e^fXlds — p.s., {t — . oo) 



m) Si de plus on suppose que les observations {Xt, t > 0) vérifient l'hy- 
pothèse suivante 

1 /■* 1 

{m) - 1 X^ds - 7^ = o(t"'"^) p.s., {t — ^ oo), avec - < a < a, 

t Jq 20 2 

on dégage un estimateur fortement consistant de 9 à savoir 



ry _ _ 

ôt = ^ I {9s - 9tfds 9 p.s., (t ^ oo). 







Théorème 2.5 Soit X = {Xt, t > 0) le processus autorégressif gaussien à temps 
continu satisfisant l'équation (^. Supposons que les observations {Xt, t > 0) vérifient 
l'hypothèse suivante 

1 /"* (T^ 1 

{HA) - Xjds- — = o{t'^'-^) p.s., {t — ^oo), pour - < a' < 3a - 2. 

t Jq 29 2 

Alors, on obtient 
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1. Théorème de la limite centrale logarithmique 



2. La loi du logarithme itéré logarithmique 



LLIL : lim sup 



l-a 



A/loglogtl 



\ — a 



2t 



l-a 



-Otfds-e 



2{l-a)2e p.s.. 



3 Les outils des démonstrations 



Au début de ce paragraphe, on introduit M = {Mt,t > 0) la martingale locale 
réelle continue définie par 



Mt= I uj,X,dB,, f>0, 



t — I ^s^sUUg, 


dont le processus croissant prévisible (M) = {{M)t,t > 0) est donné par 

{M)t= f^lXlds. (7) 

D'une part, d'après (jT} et (j21), on a 

Mt = (r-'Pt{9t-9y, t>0. (8) 
D'autre part, on a d'après les relations ((H) et (jU 

Mt = a-\t(et-9y, t>0, (9) 

011 M = {Mt, t > 0) est la martingale locale réelle continue définie par 

Mt= [ XsdBs, t>0, 
Jo 

dont le processus croissant prévisible (M) = {{M)t, t >0) n'est autre que le proces- 
sus C = (Cti ^ ^ 0) introduit dans la relation (jlj). 

Afin de simplifier les preuves des principaux résultats, on étudiera les comporte- 
ments asymptotiques des processus {{M)t, t > 0), {{M)t, t > 0) et (Pt, t > 0). On 
donnera ensuite quelque propriétés de la pondération (ut). 

Le lemme suivant (voir [4 ) donne Le comportement de la variation quadratique 
prévisible de la martingale M. 

Lemme 3.1 Soit le processus {Xt, t > 0) défini par (0|). Alors 



1 /■* 



00). (10) 
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Pour {ujf), le poids défini par Q, on introduit les deux processus suivants 

Vt= (^j^ u^^ds^ ' et Ut = ujsds, t > 0. 
On a alors les lemmes suivants 

Lemme 3.2 Le poids [ut) satisfait les propriétées suivantes : 
Pi) t'^'Ut^Ut = 2 + o(r-i), {t — ^ oo). 

P2) = i + o(^""'), (t^oo). 

Ps) -^-logy/ = o(logt), (t^oo). 
1 — a 

F4) t%ds~-^t'-^ = o{\ogt), (t-^oo). 



Lemme 3.3 On suppose que les observations [Xg, s > 0) vérifient l'hypothèse {H3) 
du théorème \2A\ suivante 

t ^2 



1 /" cr^ / 1 

- / X'^ds — 777T = o{t°' p. s., {t — ^ 00) pour - < a' < a. 
t Jq 20 2 



oit'''-'') p.s., (t — > 00). 



Alors, on a 
^ V, 29 

La preuve de ces deux lemmes est donnée dans l'annexe. 

4 Démonstration des principaux résultats 

Preuve du théorème 12.11 

1. En appliquant le théorème de la limite centrale presque-sûre pour le couple 
(M, V) avec = t (voir théorème 1 dans j2]), on obtient 



Vu les deux relations et (finj) on a 

M, a 



r oziV^(^«-^) (5^00). (11) 



Soit 



Ai= / ¥P(^)-- / ^(;^v^(^s-^))-, 
Jo y s s Jq 26 s 
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où ip est une fonction lipschitzienne continue. 
Grâce à l'équivalence (fTT|) . on a 

(logt)"^|At| — ^0 p.s., it — >oo). 

Par conséquent 

Le résultat en découle. 



2. i) D'après la relation ©, on a 

Ml = a~^M)l{e,-ef. (12) 

La loi forte quadratique une (LFQl) appliquée à la martingale M normalisée 
par le processus (VJ = \/t,t > 0) (voir théorème 3 dans [2j) donne 

logt / > — p.s.. 13 

Jo s s 29 

Compte tenu de la relation (fT^ . on voit que 

(logt)-^ / {Mm - 0?^ ^ Ye P-'- ^^^^ 







Ainsi le résultat est établi. 



ii) En appliquant la loi forte quadratique deux (LFQ2) au couple (M, V) 
(voir théorème 3 dans ^.]), on obtient 



(logt)-'y^ ^t^(M), -^1 p.s., (t^oo). 
Grâce à la relation 0, on a 

{Xogty^ f (es-efxlds — > a'^ p.s., {t — ^oo). (is) 

Jo 



D'une part, dans [Sj, Darwich a montré que 



p.... (16) 



D'autre part, vu que 



t 



dt-o = l [\ès-e)ds, (17) 

t Jo 
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et en tenant compte de la relation (fTïïj) . on obtient 

, log log t 



O 



t 



On remarque que 



(logt)-^ / {9s-eyx^ds-{\ogt) 



(logty 



p. s. 



% - êtfxlds 



(1^ 



< 



et)xlds + {\ogt)-H 



xids . 



~{Dt) 



iCt) 

En utilisant les relations (fTUj) et (fTHj) . on obtient 

Ct — > p. s. et Dt — > p. s., {t — > oo). 
Ce qui implique que 

(logt)"^ / {es-eyx^ds-{iogt)-^ [ (Os-êtfxlds — p.s., {t — ^oo 



Le résultat découle des convergences (fTïïjl et (fTïïjl . 



(19) 



iii) La propriété (fT^ s'écrit 



V S2 4^2 

Grâce à la relation ()lfj|l . on obtient 



cr 



4 /-t 



4^2 



p.s., {t 



(logt) 



-1 



to 



' \ S2 4^2 

Vu l'hypothèse (Hl), on a 

(logt)-' 
Par conséquent 



d.= (logt) 



(logt)-' 
Par ailleurs, on voit que 



V s2 4^2 



p. s., (t — > oo) 



26 p.s., (t — ^ oo) 



(20) 



(logt) 



-1 



-efds-i\ogt) 



-1 



's — '-'t 



e,?ds 



< 



t{\ogt)-\et-eY + 2{\ogt)-\e-e, 



et)ds . 



(Gt) 

8 



7^ 



D'après la relation (fTHj) . on obtient 

Gt — > p. s. et Ht — > p. s., {t — > oo) 
Par conséquent 



Jo Jo 



p.s., (t 



Alors, d'après les convergences pn|l et (pT| . on conclut le résultat. 



ooj. 
(21) 



Preuve du théorème 12.21 

1. Grâce à l'hypothèse (H2), on a 

(M), _ a' 
t 29 



+ o(^(logt) p.s.. 



Alors en appliquant le théorème de la limite centrale logarithmique au couple 
(M, V) (voir théorème 5 dans 0) pour = t et f{x) = — 1, on obtient 



a 



Q2)- 



Par suite 



(logt)- 



Ainsi vu la relation (jïï)), il vient que 

(logt)-i / ^ds = a-\\ogty 



2 - 



(logt)i^Ar(O,-). 



'm^^-erds. 

1 ■S 



Désormais, on pose 



(M) 



Donc 



''ds. 



''ds. (22) 



D'après la relation (fTïï|) . on a 



(logt)- 



(lo; 



gi)-.y^0(^)(i^-j^)d, p...,(23) 
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L'hypothèse (H2), imphque que 



t2 4^2 

Sous cette dernière hypothèse, on voit que 



^ = o(^(loglogt) ^(logt) 2) p.s.. 



(logt)- 



-oy 



V S2 



4^2 



0, (t — >oo). 



Par suite 



Ce qui signifie que 



29 



^2 



(logt)i (21ogt)-i / ^Ar(0,(2e)2). 



Ainsi le résultat est établi grâce à la convergence (j25)- 

2. En appliquant la loi du logarithme itéré logarithmique au couple (M, V) 
(voir théorème 5 dans |2j), on obtient 



limsup(21ogtlogloglogt) 2 / ( 7^) — 



Grâce à la relation (P)). on a 

s 

l S S 



M s ds _ 



(M) 



Vu les deux relations et (j2Sl), il vient que 



(2 log t log log log t) 
Ce qui implique 

lim sup ( 2 log t log log log t ) ~ 2 log t 



/(M) 

V s2 



4—» 00 



4^2 



ds 



0, (t — > 00) 



''ds- 



21ogt 

Ainsi compte tenu de la convergence (EU), on déduit le résultat. 



20 p.s. 
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Preuve du théorème 12.31 

D'après la loi du logarithme itéré appliquée à la martingale continue M 
P), on a 

Vi^Mt = o{{\og\ogVt)^') p.s.. 

Vu la relation (jH)), la propriété (F3) du lemme HO et la propriété ii) du 
lemme 13. H| on conclut que 

\è,-0\ = o{<^)i) P.S.. 

D'où la première assertion du théorème. 

Par ailleurs grâce aux relations (jH} et (fT7|) . on obtient 



Ps 



La propriété (P4) imphque que 



— — / — — 1 \ \ 
s 2 -|- o[s'^ )) p.s. 



D'après ii) du lemme on a 

29 



a —a 

1- ()\ .•i 



2+0(s"-") p.s.. 



Par conséquent vu que a' — > a' — ^ — 1 et a' > 2a — 1, on obtient 

t2(6t-9) = — t 2 / s 2 ds + t 2 / o(s 2 )——ds. 

<7 Jo Vs Jo K 

Posons Zs = — D'après la relation pljl . on montre que 

•'s 

= C((logs)5) p.s.. 

On déduit que 

tl(êt-e) = —t-"2 rs-t^ds + ofr'-i"+^(iogt)i) p.s.. 

Jo Vs ^ ^ 

Comme — ^ ~ ——ds, {s — > 00). Alors 

Jo Jo 

(Kt) [Lt) 
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D'une part 

^ Jo 

Grâce à la relation ()2fi|l . il vient que 

Kt = o(^{e\ogt)^^ p.s.. (29) 

D'autre part, on a 

L'assertion i) du lemme ItTïïl implique que 

{L)t = 0{t) p.s.. 

Encore une fois, la LLI appliquée à la martingale continue M montre que 

Lt = 0(^(tloglogt)^) p.s.. (30) 
En insérant ^ et (jSOl) dans (j2HI), on obtient 

^ s~tz,(is = 0(^(tloglogt)^) + C(^(t"logt)^) p.s.. 
En combinant ()27|) et ()31|) . la deuxième assertion du théoèreme est établie. 



(31) 



Preuve du théorème 12.41 

1. En appliquant le théorème de la limite centrale presque-sûre pour le couple 

(M, V) avec = uj'^ds^ on obtient 
Jo 

(logV;2)-i l"s^y-.jç,^^d{\ogV,')^Af{0,^) p.s.. 







D'après la propriété (P3) du lemme lïï^ on a 



1 - a ^ ds . r/^ cr^N 



Grâce à la relation (jH)), on obtient 



1- a ds ^ . 



ti-" s" ^^^^ ^ 20 
Le résultat en découle. 
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2. i) D'après la LFQl appliquée à la martingale M normalisée par le processus 

V^^ = uJlds, on a 

Vu la relation (jH)), on a 

M2 _ a-^p^(èt - ef. (32) 

Compte tenu de cette relation et de la propriété (P3) du lemme 13 .21 on voit 
immédiatement que 

ii) En appliquant la LFQ2 au couple (M, V), on obtient 

(log(M),)-i j^,d{M)s — 1 P.^., (t ^ 00). 

Compte tenu de la propriété (P3) du lemme lïï^ et de la propriété i) du 
lemme ESI on a 

1-a f' 

— / -^^d(M)s — >l p. s., (t — >oo). 

Vu les relations ((Zj) et (jH)), on obtient 

a\l - a) Ç _P^~ _ g)2 2^2^^ _^ ^ (t-^oo). 

Grâce à la propriété (P2) du lemme IT^ on a 



4(1 - a) 



'^X'^ds — > p.s., {t — >oo). (34) 



Notons que 



8(1 - «) m ^ ^2.„ , 4(1 - a) 



D'après le théorème 12.31 et la relation (jlOj) . on obtient 

Et — >0 p.s. et Ft — >0 p.s., {t — >oo). (35) 
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Grâce à la convergence (jMjl . le résultat est établi. 



iii) Posons 



Soit 



avec 



n 



ît = i} + i} 



Vu l'hypothèse (-^3), la relation ii) du lemme ITÏÏl imphque que 



D'après le théorème 12.31 et la relation (j36|l . il vient que 



-1 



p. s.. 



0, (t — ^ oo) 



Grâce à la propriété ()33j) . on obtient 
Par ailleurs, pour - < a < 1, on voit que 



-9fds — >9 p.s., {t — > oo) 



1 — a 



2t 



1 — a 



2t 



l-a 



e.Yds 



< 



1 — a 
il-" ' 



1 — a 



{9,-9t)ds + ——{9, 



2t- 



{Qt) 



~{St) 



Le théorème 12.31 implique que 

Qt — ^ p.s. et St — > p.s., {t — > oo). 
Par conséquent 



1 — a 



l-l—a 



Ms- 



1 — a 
2ti"" 



p.s., (t 



2^ ^0 -'0 
Alors compte tenu de la convergence (jïïTj), le résultat est établi. 



oo 
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Preuve du théorème 12.51 

1. D'après i) du lemme lïïTSl et vu que - < a' < 3a — 2, l'hypothèse {HA) imphque 
que 

Alors en apphquant le TLCL au couple (M, V) pour = l ulds 

Jo 

et f{x) = — 1, on obtient 

Grâce à la propriété (P3) du lemme IT2l et la relation (jH}, on obtient 

~(T-2(^ )-2 / ^(^^_^)2rfs, (t^CX)). (40) 



Soit Jj le terme de droite de la dernière équivalence. On pose 

Jt = Jl + Jï 

avec 

Vu l'hypothèse (iï4) et d'après ii) du lemme lïïT^ il vient que pour a' < 3a — 2 

-^ = o(t^(logt)-i) p.... (41) 
D'après le théorème 12.31 et la relation (jUJ, on déduit que 



Jt - J? 



0, {t — > 00). (42) 



En combinant (jHHl), (001) et (jl2l), on obtient 
Alors 

Grâce à la convergence on obtient le résultat. 
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2. En appliquant la LLIL au couple (M, V), on obtient 

"*,M2 a\dV? 



lim sup(2 log logloglogV^ ) 



1 2^^K' 



(7 

- p.s.. 



Ainsi d'après (jl^ . on a 



M2 , t 



l-a 



1^ s" 'l-a' 
Grâce à cette dernière équivalence et la propriété (P3) du lemme lïï^ on obtient 



tl— a 



lim sup(2 log log log log 



1 — a 



1 — a 



2t 



- efds - e 



26 p.s. 



Ce qui signifie que 



^1 — Q 

lim sup — = 

t^oo A/loglogtl-" 



l-a /•* 
2t^Jo * 



2^V2(l-a) p.s. 



Le résultat est établi vu la convergence (j38|l . Ce qui achève la preuve du 
théorème. 



Annexe 



reuve du lemme 13.21 

1. Preuve de (Pi) 

Soit N = {Nt, t > 0) la fonction définie par 

Nt = t-'^uj-'Ut. 

D'après l'expression du poids (ujt), on voit que 



,1 — q: 1 — a 



N, = t 2e 2(1—) / s 2 e2(î^(is. 



Dans la suite on s'intéressera au comportement asymptotique de {Nt, t > 0). 
Il est clair que 



Nt>t~'^e 2(1— ) ( I s'^^e^^^ds], avec l<t'<t. 



Donc 



Comme 



-a , 



Nt>e 2(1-") / s-"e2(i— 
't' 



s"°e2{i-")(is = 2 e2{i-") -e2{i-") 
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D'où, on a 



(t')i-"-ti-« 



Nt>2- 2e 
Pour t' <t, on déduit que 



(t')l-a_tl-a 

'j.a— 1^ 



A^t - 2 > -2e ^ o(r-'). 

Par conséquent 



D'où 



limmfr-"(A^t-2) = 0. 

t—*oo 



liminf iVt = 2. (43) 

t— »oo 



Par ailleurs, notons que pour < A < 1, on a 

Nt < + 7*' (44) 



ou 

ftX 



1-a ^1- 



= t-t(tA)te 2(i-<.) / s-"e2{i-«)(is. 

Afin de trouver la limite supérieure de Nt, on cherche le comportement asymp- 
totique des fonctions fit et 7^. En remarquant que 

t "Pf — 2V~2"'e 2{i-c)(e 2(i-c,) _g 2(i-c,) j 

= 2ii-i'^e"^H"""*"") - 2ti-i"e-^('-*"") 
et en utilisant le fait que |<o;<letO<A<l, on déduit que 

^l-a^A^Q^ (t^Oo). (45) 

De la même façon on établit la relation suivante 

7,^ = 2Aï(l-e-*^(^""-^)). 

Comme A^"" — 1 < 0, on obtient 

7,^~2At, (t^oo). 

De plus on a 
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En remplaçant A par Xf = 1 — t les propriétés (jUJ, (jlïïj) et (Pïïj) restent 
vraies. Par conséquent on obtient 

t^-"(Nt - 2) < + t^-" (^7,^' - 2Af ) + 2t^-" (^Af - l) . (47) 

Vu que Xt vérifie 

- Xt) ^0, {t^ oo) 

on déduit que 

0<Af -l<|(A,-l)Ar' = o(t°-^). 
Compte tenu de ce dernier résultat et le fait que 

ti-^A. et ti--(7^^'-2A?)^0, (t^oo), 

il vient que 

limsupA^t = 2. (48) 

i— >oo 

Grâce à et (jlHI), on conclut le résultat. 



2. Preuve de (P2) 

Posons A^' = (A'^', t > 0), la fonction définie par 

D'après l'expression du poids (wj), on voit que 

N[ = e i-« / s e CES = 1 — e i-'» — ^ 1, [t — > 00). 
Jo 

Par ailleurs 

t^-^iN't - 1) = -t^^"e-T^ — ^ 0, {t — > 00). 
D'oii la propriété (-P2)- 



3. Preuve de (P3) 

La propriété (F2) implique que 

Compte tenu de l'expression du poids, on obtient 

= - 1 r-^ rul {t — ^00). 

Par conséquent on a 

r"-yrV = o(ri). 
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Vu que 



La propriété (P3) est établie. 



4. Preuve de (P4) 

Grâce à la propriété (-Pi), on a 

r2"Lj-2[/2 = 4 + o(t"-^). 

La propriété (P2) donne 

En combinant ces deux résultats, on obtient 

^ = r" + o(r^). 

Ce qui achève la preuve de (P4). 



Preuve du lemme 13.31 

D'après l'égalité (jlj), on a 



Comme 



Alors 



avec 



Par suite 



1 i-t 2 

^^.2 , f .2,^2 ^ 



t t L " 26 



a' 1 f\.., a' 



A^ = iMk ^ t > 0. Donc 



- -)) = {Xt - -)dt. 



Jo 
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Compte tenu de l'expression de la pondération définie dans Q, on voit que 



duj'^. = uj'^J-- — —}ds. 



Par conséquent 



(49) 

Grâce à la propriété (P2) et l'hypothèse {H3), il vient que 
De même on a 

Vu la relation pïïjl . on obtient la propriété i) suivante 



Vt^ 26 



o(t°-") p.s. 



De la même façon, on établit la propriété ii). 
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